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Variable Compleja I. Examen VII

Ejercicio 1 (3.5 puntos). Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de
la serie Y f, donde

n>0

z—1—1
z+1+1

fn(z):( )2n VzeC\ {-1—1i}.

Ejercicio 2 (3.5 puntos). Estudiar la derivabilidad de la funcién f : C\ {—i,i} — C
dada por

£(2) = log(1 + 22)
y obtener un desarrollo en serie de potencias de f centrado en el origen.
Ejercicio 3.
eZ
1. (1.5 puntos) Calcular / — dz.
c(0,1) z(z — 2)?

2. (1.5 puntos) Sean f y g dos funciones enteras verificando f(z) = g(z) para
cada z € T. Demostrar que f(z) = g(z) para cada z € D(0,1).

3. Extra (1.5 puntos) Probar que, de hecho, f = g.
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Ejercicio 1 (3.5 puntos). Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de
la serie Y f, donde

n>0
z—1—1
z+1+1

fal(2) = ( >2n Vze C\ {-1—i}.

Se trata de una serie geométrica de razon ¢(z), donde:

p: C\{-1-i} — C

o— (55

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado z € C\ {—1 —i}:
lp(2)| <1 <= |z—1—i]> <|z+ 1+
— (Re(2) — 1)* + (Im(z) — 1)? < (Re(z) + 1)* + (Im(z) + 1)
<= Re?(2) —2Re(2) + 1 +Im?*(z) — 2Im(2) + 1 < Re*(2) + 2Re(2) + 1 +Im?(2) + 2Im(z) + 1
< 0<Rez+Imz

Por tanto, definimos el conjunto:
Q={z€C:Rez+1Imz >0}

De esta forma, la serie converge absolutamente (y puntualmente) en €2 y diverge
para z € C\ (L

Respecto a la convergencia uniforme, dado B C C, veamos que la serie converge
uniformemente en B si y solo si:

Z fn converge uniformemente en B C ) <= p = sup{|¢(2)| | z € B} < 1

n=0

<) Supuesto que p < 1, es ficil probar la convergencia uniforme de la serie en B:
1fa(2) = le(2)|" < p* VzeB,neN

Y sabemos que Y p" converge por ser p < 1. Por el Test de Weierstrass,
n=0
tenemos que Y f, converge uniformemente en B.
n=0

=) Supuesto que »_ f, converge uniformemente en un conjunto B C €, por
n=0

reduccién al absurdo, supongamos que p > 1, en cuyo caso (por la definicién

de supremo), tendremos la existencia de una sucesion {|p(z,)|} con z, € B

para todo n € N de forma que:

{lp(z)l} = p =1

En cuyo caso, para dicha sucesion tendremos que:

[fn(zn)l = lp(za)["

Y esta sucesion no podra converger a 0, por ser p > 1, lo que contradice que

la serie ) f, converja uniformemente en B, por no converger uniformemente
n=>0

su término general a 0 en B.
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Ejercicio 2 (3.5 puntos). Estudiar la derivabilidad de la funcién f : C\ {—i,i} — C
dada por

f(2) = log(1 + 2%)
y obtener un desarrollo en serie de potencias de f centrado en el origen.

Sabemos que el logaritmo principal es holomorfo en C*\R™. Sea z € C\ {—i,1},
y supongamos 1 + 2% € Ry .

2 _ 20\ o2 , Re?(z) — Im?(2) < —1
14 2° =1+ Re*(z) — Im*(2) + 2i Re(2) Im(2) = { 2 Re(2) Tm(2) — 0
= Si Re(z) = 0, entonces Im*(z) > 1 = |Im(z)| > 1.

» Si Im(z) = 0, entonces Re?*(z) < —1, lo que es una contradiccién puesto que
Re(z) € R.

Por tanto, definimos el siguiente conjunto:
A={z€C:1+22cRy}={ai|a €R,|a] > 1}

Tenemos por tanto que f € H(C \ A). Por el Teorema de Taylor, f admite un
desarrollo en serie de potencias en D(0,1).

2 o [o.¢]
F(2) = Tzzz =223 (-1 = Y 2=yt vz e D(0,1)
n=0 n=0

Integrando término a término, se obtiene:

< 2(_1)n 2n+2
= ——2" C Vz € D(0,1
f(2) ;2n+2z + z € D(0,1)
Para determinar la constante de integracién C', basta con evaluar en z = 0:
f(0) =log(1+0%) =0 = C=0

Por tanto, el desarrollo en serie de potencias de f centrado en el origen es:

— (D" pe (D",
- nt2 _ A A— i D(0,1
f(2) nzz()n+12 ; P z€ D(0,1)
Ejercicio 3.
62
1. (1.5 puntos) Calcular/ —dz.
C(0,1) z(z —2)?

Definimos la funciéon f como:

f: D(0,2) — C

(&

(=-3p

z

zZ

Como f esracional, f € H(D(0,2)). Por tanto, por la férmula de Cauchy para
la circunferencia, tenemos que:

2
/ 1@ 4o Zomi poy= i 2 T
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2. [1.5 puntos] Sean f y g dos funciones enteras verificando f(2) = g(z) para
cada z € T. Demostrar que f(z) = g(z) para cada z € D(0,1).

Como son funciones enteras, para cada z € D(0,1) se tiene por la férmula de
Cauchy para la circunferencia que:

LU w4 gw)
£(2) /C . 4(2)

2mi w—z 2m Jopny W — 2

Ademés, para cada z € T también se tiene por hipétesis que f(z) = g(z). Por
tanto, f(z) = g(z) para cada z € D(0,1).

3. [1.5 puntos Extra] Probar que, de hecho, f = g.
Si consideramos las restricciones a Q = D(0, 1), se tiene que:

f’QZQ‘Q

Por el caracter local de la derivabilidad, se tiene que:

f0)=¢"(0) VneN

Por otro lado, como f, g son funciones enteras, por el Teorema de Cauchy son
analiticas en C. De hecho, considerando el desarrollo de taylor centrado en el
origen, se tiene que:

n

X £n) g
f(z) = Z / n!(())z” = Zg n!(0)2n =g(2) Vze C

n=0




